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6.4 Der Kruskal-Wallis Test

Der Test von Kruskal und Wallis, auch H-Test genannt, ist ein Test,
mit dem man die Verteilungen von Teilstichproben auf Unterschiede
untersuchen kann. Bei diesem Test geht man davon aus, dass g
Teilstichproben mit nicht notwendigerweise gleichen Teilstichproben-
umfiangen vorliegen. Die j-te Teilstichprobe soll aus Realisierung
X1j, X2, ..., X,. von unabhidngig und identisch verteilten

nJJ

Zufallsvariablen Xjj, Xy, ..., X, . mit der stetigen Verteilungs-

njj
funktion F; bestehen. Die Teilstichproben sollen nicht verbunden sein,
d.h. auch die Zufallsvariablen X;y miti=1,2, ...,njundj=1,2, ..., g
sind (paarweise) unabhingig, die zu verschiedenen Teilstichproben
gehoren. Es gentigt fiir diesen Test, wenn das Datenniveau mindestens
ordinal ist.

In unserem Beispiel handelt es sich um 3 Teilstichproben mit gleichen
Teilstichprobenumfangen. In dem Beispiel gehen wir davon aus, dass
bei drei Gruppen von Versuchspersonen die Testleistungen gemessen
wurden. Allgemein werden folgende Hypothesen getestet:

Ho: Fi(z) =Fa(z) = ... = Fy(z) fiir alle z
gegen
H;: nicht alle g Verteilungen sind gleich fiir mindestens ein z
Die Daten:
vl v2 V3
8,7 17,1 17,5
1,1 15,3 9
4,9 14,5 11,3
3.8 12 20,2
7,5 5,8 16,3
16,7 9,3 16,7
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Um den Output zu erhalten, miissen zunéchst die Variablen v1, v2 und
v3 ganz rechts im Menil unter ,,Welche Spalten sollen vergleichen
werden:* ausgewdhlt werden. Danach konnen Sie ->Vergleich
mehrerer unverbundener Teilstichproben —Kruskal Wallis
wihlen:

Kruskal-Wallis

HO: Die Verteilungsfunktionen aller Teilstichproben® sind identisch

gegen

HI: Es existieren (mindestens) zwei Teilstichproben® mit unterschiedlichen
Verteilungsfunktionen

@ Bemerkung: Gemeint sind hier die (theoretischen) Teilstichproben der
Zufallsvariablen.

Die Daten:

Besbachtung 1N 8.7 (6) 17.1 (16) 17.5 (17)
Beobachiung 20 1.1 (1) 153 (12) 9(7)
Beobachting 30 4.9 (3) 145 (1) 113 (9)
Besbachtung 4 3.8 (2) 12 (10) 202 (18)
Besbachtting ST 7.5 (5) 58(4) 163 (13)
Beobachiung 6 [16.7 (14.5) 9.3 (8) 16.7 (14.5)

==

Rangsummen 315 61 78.5

|Umfang Gesamtstichprobe n |18
H-Statistik 16.599415204678
H-Statistik bei Bindungen 16.606232782369

|approximativer p-Wert (Freiheitsgrade Chi-Quadrat-Verteilung: 2) |0.0368
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Im Beispiel sind die Teilstichprobenumfénge n; alle gleich, was aber
nicht notwendig ist. Zundchst werden hier wie beim Rangsummentest
von Wilcoxon die Rénge fiir alle Teilstichproben zusammen vergeben.
Der kleinste Wert aller Teilstichproben ist 1,1 und kommt einmal vor,
womit diese Beobachtung den Rang 1 erhilt. Es kommt nur ein Wert
doppelt vor, das ist die 16,7.

Wir stellen die Stichprobe noch mal allgemein dar:
Die erste Teilstichprobe ist x;1, X1, ..., X die zweite Teilstich-

nl°
probe ist Xi2, X2, ..., X, , und die letzte ist die g-te Teilstichprobe
X1g, X2g, ---» X, .- Diese Teilstichproben werden also wie eine einzige
g

Stichprobe betrachtet und dann die Rénge vergeben. Es sei
rj =Rang(xj) miti=1,2,...,njundj=1,2, ..., g

Im Output unten sind die Rangsummen zu sehen:

I, = ZRang(Xij)

i=1

Die Liste der t; (mit j = 1, 2, ..., k) enthélt nur Einsen, bis auf eine 2
fiir den doppelt vorkommenden Wert. Im Beispiel ist k=3-6-1=17,
da sich die Lénge dieser Liste fiir jeden Wert, der sich wiederholt, um
1 reduziert (siche Kapitel 1.5).

Nun kommen wir zur Berechnung der PriifgroBe h. Fiir deren
Berechnung bendtigen wir die Erwartungswerte der einzelnen R;
(deren Realisierungen die Rangsummen r; sind):

n;(n+1)

ER,)=—
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Hiermit ergibt sich die Priifgrofe h:

ho 12 i%( ER) =303+ )

n(n+1)4 n(n+1) 5 n,

Bei Bindungen sollte h korrigiert werden:

* h

k

n(11—1)(n+1 Z]: i(t =D(t; +1)

h bzw. h ist eine Realisierung einer (wie immer unter Ho)
asymptotisch, Chi-Quadrat- verteilten zufélligen Gréfe mit g - 1
Freiheitsgraden, womit wir den p-Wert berechnen konnen. In der
Praxis sollten aber, da wir mit dem Test liber die asymptotische
Verteilung den p-Wert berechnen, die Teilstichprobenumfinge groBer
oder gleich 5 und mindestens 3 Teilstichproben vorhanden sein.

Der p-Wert berechnet sich dann iiber (treten keine Bindungen auf ist
h=h):
p-Wert=1-F, (h")

Wie anhand des p-Wertes zu sehen ist, kann die Nullhypothese der
Gleichheit der Verteilungen verworfen werden. Wir haben somit einen
signifikanten Unterschied zwischen den Teilstichproben nach-
gewiesen.

Im Beispiel ist h = 6,5994..., h" = 6,6062... und p-Wert ~ 0,0368.
Somit kann man auf einem Signifikanzniveau von 5% einen
Unterschied zwischen mindestens zwei Teilstichproben bgl. deren
Verteilung nachweisen. In Biichern wie z.B. in [3], [8] und [9] findet
man Tabellen der exakten Verteilung fiir den Fall, dass keine
Bindungen vorliegen.
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Umsetzung mit SAS:

data datl;
input x y;
datalines;
8.
1.
4.
3.
7.
16.
17.
15.
14.
12.

WwwwwwbdhdhdhNhdDNDNDNNRE R PR EPE P

proc nparlway data
class x;

-

W DN WOULWwOowOU WK 10 0w

var y;

run;

datl wilcoxon;
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SAS-Output zur Prozedur NPARIWAY:

Das SAS System

Die Prozedur NPAR1TWAY

Wilcoxon-Scorewerte (Rangsummen) fiir Variable y
Klassifiziert nach Variable x

x N Summe der Erwartet Std.abw. Mittelwert-

Scorewerte unter HO unter HQ Score
1 6 31.50 57.0 10.671568 5.250000
2 6 61.00 57.0 10.671568 10.166667
3 6 78.50 57.0 10.671568 13.083333

Fiir gleiche Werte wurden durchschnittliche Scorewerte verwendet.

Kruskal-Wallis-Test
Chi-Quadrat 6.6062
DF 2
Pr > Chi-Quadrat 0.0368
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