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7 Vergleich mehrerer verbundener Stichproben
7.1 Friedman Rang-Varianzanalyse

Der Test von Friedman ist ein Analogon zur Varianzanalyse, nur dass
dieser Test nichtparametrisch ist und deshalb im Gegensatz zur
Varianzanalyse keine Normalverteilung voraussetzt. Auflerdem geht
man hier von g Teilstichproben gleichen Umfangs n aus, die
verbunden sein kdnnen. Dabei konnte es sich beispielsweise um eine
Studie zur Untersuchung der Gewichtsverdnderung von n Personen
handeln, von denen die Korpergewichte zu g Zeitpunkten vorliegen.
Wir gehen allgemein vom Modell der doppelten Varianzanalyse aus:

Xij=ptoi+Bi+E;, mti=1,2,..,nundj=1,2, .., 8.

Xj; ist die i-te Beobachtung der j-ten Teilstichprobe. Ej sind die
Fehlervariablen, die nicht, wie bei der Varianzanalyse, normalverteilt
sein miissen. Die Zufallsvariablen Eij, Ej, .., E,; werden als
unabhidngig und identisch stetig verteilt vorausgesetzt, d.h. die
Zufallsvariablen E;; sind innerhalb der j-ten Teilstichprobe unabhingig
und identisch stetig verteilt. o ist der Effekt der i-ten Beobachtung
und f; der Effekt der j-ten Gruppe. Wir wollen nun auf einen
Unterschied zwischen den Gruppen testen und formulieren die
Hypothesen:

H()Z B1 = Bz =..= Bg
gegen

H;: mindestens ein ; ist verschieden von By
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Im Beispiel verwenden wir die folgenden Daten:

vl v2 v3 v4
2 7 4 1
8 24 11 4
6 16 9 1
25 15 5 1
Die Rangzahlen werden fiir jede Datenzeile Xii, Xi2, ..., Xjg separat
bestimmt (siche Output). Im Folgenden sind rj;, 1, ..., Tig die

Rangzahlen der i-ten Zeile. D.h. im Beispiel ist 1) = 2, rjp = 4. 113 = 3
und T4 = 1.

Wenn Bindungen auftreten, was in unserem Beispiel nicht der Fall ist
(kein Wert kommt innerhalb einer Zeile doppelt vor), so miissen diese
bei der Berechnung der Priifgrofe wieder beriicksichtigt werden. Dazu
benotigen wir diesmal pro Zeile eine Liste der H&ufigkeiten des
Auftretens der Beobachtungen. Es seien tj, tp, ..., t ik, die

Haufigkeiten in der i-te Zeile.

Im Beispiel sind alle tj =1 und ki=4firj=1,2, ..., kiund i1 =1,
2, ..., n. Wiirde man die erste Zeile modifizieren, z.B. x;; =2, X2 =7,
x13 = 1 und x4 = 1, dann wiirden sich die Rangzahlen r;; = 3, 11, = 4,
r;3 = 1,5 und 114 = 1,5 fiir die erste Zeile ergeben. In diesem Fall wire
ti1 =2, tiz=1, t;3=1 und somit k; = 3 (siche Kapitel 1.5).

Zur Durchfilhrung des Tests miissen nach der Dateneingabe die
Variablen v1, v2, v3 und v4 ganz rechts im Meni unter ,,Welche
Spalten sollen vergleichen werden:* ausgewihlt werden. Danach kann
—Vergleich mehrerer verbundener Teilstichproben —Friedman
Rangvarianzanalyse gewihlt werden.
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Somit ergibt sich der Output:

Friedman

HO: Es gibt keinen Unterschied zwischen den Effekten der Gruppen

gegen
H1: Mindestens zwei Gruppen Unterscheiden sich hinsichtlich der Effekte

- 22 74 43 1(D)

- 8(2) 24 (4) 11 (3) 4(1)
- 6(2) 16 (4) 9(3) 1(1)
- 25 (4) 15 (3) 502) 1(1)

Rangsummen 10 15 1 4

Die Daten:

|Pr1"1fgr68e v |9.3
|Prﬁfgr6]3e v bei Bindungen |9.3
|approximativer p-Wert (Freiheitsgrade Chi-Quadrat-Verteilung: 3) |0.0256

Es sei rj die Rangsumme der j-ten Spalte, also:
I, = Z:‘rij

Im Beispiel istr; = 10,1, =15 13 =11 und rs = 4.
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Fiir den Mittelwert dieser Rangsummen gilt (dahinter sehen Sie den
Wert im Beispiel):

J
=1

2
f:er:M=10
g 2

Treten keine Bindungen auf, so ist v die Priifgrof3e:

12 : 2 12 S
VZ—Z(I‘j—I‘) =———) 17 =3n(g+1)
ng(g+1) 3 ng(g+1) 3

Im Beispiel ist v=9,3.

Bei Bindungen wird die PriifgroBe wie folgt berechnet:

*

vV =

g
12> (r; - 1)’
j=1

ng(gH)—éi(Ztﬁ]—gJ

Wenn - wie im Beispiel - keine Bindungen ayftreten, haben beide
PriifgroBen denselben Wert (d.h. hier gilt dann v =v).

Die PriifgroB3e ist (unter Hy) eine Realisierung einer asymptotisch Chi-
Quadrat-verteilten Zufallsvariablen mit g - 1 Freiheitsgraden. Die

Nullhypothese kann dann auf einem Signifikanzniveau von a beim
asymptotischen Test verworfen werden, wenn:

p-Wert = 1— sz, vV)<a
Im Beispiel gilt: p-Wert ~ 0,0256
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Wir konnten hier die Nullhypothese auf einem Signifikanzniveau von
5% verwerfen (p-Wert < 0,05) und somit einen signifikanter
Unterschied zwischen den Teilstichproben nachweisen.

In Biichern wie z.B. in [3], [8] und [9] findet man Tabellen der
exakten Verteilung fiir den Fall, dass keine Bindungen vorliegen. Wir
wollen noch mal zum Schluss die exakte Verteilung (siche erste Spalte)
in unserem Beispiel in einer Tabelle ausgeben:

v PV<v) P(V=v) PNV=v)=1-PV<v)
0 0,007595  0,007596 1

0,3 0071832 0,064236  0,992405
0,6 0099609  0,027778  0,928168
0,9 0200304 0,100694 0900391
12 0246094  0,045790  0,799696
1,5 0323351 0077257  0,753906
1,8 0351128 0027778  0,676649
21 0476128 0,125 0,648872
24 0492405 0016276  0,523872
2,7 0,567925 0075521  0,507595
30 0610749  0,042824  0,432075
33 0645472 0,034722 0389251
36 0675854  0,030382  0,354528
3,9 0758319  0,082465  0,324146
45  0,799986  0,041667 0241681
48 0810258 0,010272 0200014
51 0841508  0,03125  0,189742
54 0858869  0,017361  0,158492
57 0894748  0,035880  0,141131
6,0 00905599  0,010851  0,105252
63 0092296  0,017361  0,094401
6,6 00932219  0,009259  0,077040
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v PV<v) P(V=v) PV=v)=1-P(V<v)
6,9 00946108 0,013889  0,067781
72 0,948278  0,002170  0,053892
75 00963614 0015336 0,051722
78 00967086  0,003472  0,036386
8,1 0980975 0,013889  0,032914
84 0985894  0,004919  0,019025
8,7 0988498  0,002604  0,014106
93 00993128  0,004630  0,011502
9,6 00993779  0,000651  0,006872
99 00997251  0,003472  0,006221
10,2 0998409 0,001157  0,002749
10,8 0099906  0,000651  0,001591
11,1 0999928  0,000868  0,000940
2,0 1 0,000072  0,000072

Der exakte p-Wert betrdgt: P(V >9,3)=0,0115...

Mit diesem p-Wert konnten wir auch hier die Nullhypothese auf
einem Signifikanzniveau von 5% verwerfen.

Umsetzung mit SAS:

data datl;
input b x y;
datalines;

1 2
8
6

25
5

24

16

15
4
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run;
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proc sort data =datl;
by x;
run;

proc rank data
by x;

var z;

ranks rz;

run;

proc sort data

by yi
run;

dat2;

proc univariate data = dat2 noprint;

var rz;
by y;

output out = temp sum = s;
run;

data temp;

set temp;

Sq = s**2;

run;

proc univariate data = temp;
var sqg;

output out = templ sum = ssq;
run;

data output;

set templ; n=4;g=4; /* n:

und g: Anzahl der Gruppen*/

v=12/ (n*g* (g+1) ) *ssg-3*n* (g+1) ;

prob v = l-probchi(v,g-1);
run;

proc print data = output;
run;
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SAS-Output der Prozedur Print (Datei output):

Beob. ssq n ¢ v prob_ v
1 462 4 4 9.3 0.025557

Oder in einer kurzen Variante mit der Prozedur Freq:

data datlxy;
input b x y;
cards;

112

8

6

25

7

24

16

15
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H
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proc freq data=datlxy;
tables b*x*y /
cmh2 scores=rank noprint;
run;
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SAS-Output der Prozedur Freq:
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|

Das SAS System

Die Prozedur FREQ

Beschreibende Statistiken fir x nach y
Kontrolliert fir b

Cochran-Mantel-Haenszel-Statistiken (RANK-Werte)
Statistik Alternative Hypothesis DF Wert Prob
1 Korrelation ungleich 0 1 3.6300 0.0567
2 Zeilenmittel ungleich 3 93000 0.0256

Gesamtstichprobengréfle = 16
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